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Lineare Gleichungssysteme & Co

Liebe Matheplanetler, 

ich und hugoles wollen den Matheplaneten mit einer Serie erweitern. Diese Serie befasst sich mit dem Thema Lineare Algebra und Analytische Geometrie.

Wir werden in unserem Kapitel 1 auf Lineare Gleichungssysteme eingehen und nach und nach auf das weite Gebiet der Vektoren stoßen.
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1 Beispiel und Einführung

Die Artikelserie, die wir hiermit beginnen wollen, erhebt keinerlei Anspruch auf Vollständigkeit und verzichtet der Übersichtlichkeit halber überwiegend auf Beweise der verwendeten Sätze und Gesetzmäßigkeiten. Die Artikel werden daher nicht unbedingt der mathematischen Exaktheit gerecht, die für derartige Arbeiten sonst gefordert wird. 

Daraus ergibt sich schon, dass sich diese Artikelserie nicht an die „ausgebildeten Mathematiker“ richtet, sondern an diejenigen, die „nur“ einen Streifzug durch die Analytische Geometrie machen wollen oder die bestimmte Verfahren nochmals nachlesen möchten. 

Zum Adressatenkreis sollen ausdrücklich Schüler der oberen Mittelstufe bzw. der Oberstufe gehören. 

Unsere Artikel sollen zum einen unterhaltsam und locker sein und zum anderen jedoch so umfangreich, dass ein Oberstufenschüler hier möglichst viele Beispiele, Regeln und Anwendungen findet.

2 Grundlagen aus der Mittelstufe

Um auch die anderen Themen dieses Artikels, sprich Gaußsche Eliminationsverfahren, zu verstehen, wollen wir in diesem Abschnitt die Grundlagen aus der Mittelstufe etwas auffrischen.

2.1 Einzelne lineare Gleichungen

Die einfachsten linearen Gleichungen, die man ganz am Anfang kennen lernt sind Gleichungssysteme mit einer Variablen. Als Beispiel wollen wir folgende Gleichung betrachten:
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Diese Gleichung wird durch äquivalente Umformungen nach x umgeformt.
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2.2 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

Auch hier wollen wir uns dem Thema mit einem einfachen Beispiel nähern.

Gegeben seien folgendes Gleichungssystem:
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Aus diesen Gleichungen kann man noch keine Lösung für x und y ablesen. Ziel ist es also eine geeignete Gleichung aufzustellen, in der nur noch eine der Variablen vorkommt.
Dazu habt ihr in der Mittelstufe drei Verfahren kennen gelernt. Wir vollen dieses Gleichungssystem jeweils mit einem dieser Verfahren lösen.

· Einsetzungsverfahren

Beim Einsetzungsverfahren wird eine Gleichung nach einer Variablen aufgelöst und das Ergebnis in die andere Gleichung eingesetzt. 

Wollen wir dies also einmal tun:

Gleichung (1) formen wir nach x um und setzen das Ergebnis in Gleichung (2) ein:
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Einsetzen von x in (2):
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Nun haben wir y berechnet. Diesen Wert brauchen wir nur in 
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 einsetzen und wir erhalten x.
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Als Lösung erhalten wir also für x=4 und y=1.

Vergesst am Ende nie die Probe zu machen, indem ihr die Werte in die Gleichungen einsetzt und überprüft, ob wahre Aussagen entstehen.
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Die Probe zeigt uns, dass unsere Rechnung richtig ist.

· Gleichsetzungsverfahren

Beim Gleichsetzungsverfahren löst man beide Gleichungen nach einer Variablen auf und setzt die Gleichungen dann gleich.

Letztendlich ist das Gleichsetzungsverfahren aber nur ein Spezialfall des Einsetzungsverfahrens.

Als Gleichungen nehmen wir die beiden Gleichungen wie beim Einsetzungsverfahren.
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Wir formen Gleichung (1) und (2) nach x um:

Aus Gleichung (1) wird:
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Und aus Gleichung (2):
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Da wir bei beiden Gleichungen auf der linken Seite die gleiche Variable, also das „Gleiche“ stehen haben, können wir die Gleichungen gleich setzen:
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Diese formen wir nach y um.


[image: image13.wmf]11

4,513|

22

4,513,5|1

3,53,5

1

yyy

y

y

y

-=++

=+-

=

=


Den y-Wert setzen wir entweder in Gleichung (1) oder (2) ein, um den x-Wert zu berechnen.
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Wir erhalten, wie beim Einsetzungsverfahren, die gleichen Lösungen, somit können wir uns die Probe sparen.

· Additionsverfahren

Das dritte Verfahren, das euch in der Mittelstufe begegnet sein sollte, ist das Additionsverfahren.
Hierbei addiert oder subtrahiert man zu der einen Gleichung ein Vielfaches der anderen Gleichung, so dass eine der Variablen aus der neu entstehenden Gleichung heraus fällt.

Nehmen wir wieder das gleiche Gleichungssystem:
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Zunächst müssen wir dafür sorgen, dass eine Variable in den Gleichungen (1) und (2) gleich oft vorkommt. Deshalb multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 2 und erhalten:
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Wir erhalten also folgende beide Gleichungen:


[image: image17.wmf]29(1)

262(3)

xy

xy

+=

-=


Jetzt wird (3) von der ersten Gleichung abgezogen und wir bekommen folgenden Ausdruck:
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Wir sehen, dass auch hier y=1 ist.

x können wir berechnen, indem wir den y-Wert in eine der beiden Gleichungen einsetzt. Dies erfolgt analog wie beim Gleichsetzungsverfahren und wir können hier darauf nun verzichten.

· Welches Verfahren eignet sich am besten für welches Gleichungssystem

In diesem Abschnitt wollen wir euch kurz Beispiele zeigen, dass man sich zuerst das Gleichungssystem anschauen sollte, um dann zu entscheiden, welches Verfahren am schnellsten zum Ziel führt.
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Das Additionsverfahren führt hier am schnellsten zum Ziel, denn man braucht Gleichung I. nur noch mit zwei multiplizieren und kann das das Additionsverfahren durchführen.
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Das Gleichsetzungsverfahren führt hier am schnellsten zum Ziel, denn man sieht, das beide Gleichungen schon nach x umgeformt sind.

2.3 Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen

In diesem Abschnitt möchten wir keine Beispiele mehr anführen. Denn bei linearen Gleichungssysteme mit drei Variablen muss man zuerst zwei Gleichungen erzeugen, in denen nur noch zwei bestimmte Variablen vorkommen. Diese beiden Gleichungen löst man dann wie im Abschnitt „2.2 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen“ auf. Allerdings dürfen in den beiden Gleichungen nur noch zwei verschiedene Variablen enthalten sein. Wenn alle drei Variablen vorhanden sind, verzettelt man sich immer mehr und kommt nicht weiter. Deshalb müssen wir ein anderes Schema entwickeln, das derartige Probleme umgeht. 

Ein solches Schema zur Anwendung des Additionsverfahren ist das Gaußsche Eliminationsverfahren, das wir im nächsten Abschnitt behandeln werden.

3 Das Gaußsche Eliminationsverfahren

3.1 Einführung

Zunächst wollen wir einige Definitionen aus der Linearen Algebra etwas auffrischen und wiederholen.

Definition:

Unter einer „linearen Gleichung mit n Variablen“ versteht man eine Gleichung, die durch Äquivalenzumformungen auf die Form
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gebracht werden kann.

Die Zahlen a1, a2, ..., an nennt man Koeffizienten, die Zahl r heißt absolutes Glied.


Definition:

Unter einem „linearen Gleichungssystem“ versteht man eine Aussageform, in der m lineare Gleichungssystem mit n Variablen konjunktiv mit einander verknüpft sind.

Allgemein schreibt man ein Gleichungssystem wie folgt auf:
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Die Untersuchung von Vektoren 
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 auf lineare Abhängigkeit führt jeweils auf ein Gleichungssystem, bei dem das absolute Glied 0 ist: r1=r2=...=rn=0.

Dies ist ein homogenes Gleichungssystem. Gilt dagegen für wenigstens eine Zahl auf der rechten Seite 
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, so spricht man von einem inhomogenen Gleichungssystem.

3.2 Welche Umformungen sind erlaubt?
Bei einem Linearen Gleichungssystem sind folgende Umformungen stets Äquivalenzumformungen:

1) Vertauschen von Gleichungen

2) Multiplizieren einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl

3) Ersetzen einer Gleichung durch die Summe aus dieser und einer anderen Gleichung

3.3 Anwenden auf das Beispiel

Kommen wir nun aber endlich zum Gaußschen Eliminationsverfahren:

Wir führen ein Beispiel eines aufgelösten LGS an:
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Man sagt dieses LGS hat Dreiecksform. Diese Form ist dadurch gekennzeichnet, dass die Koeffizienten unterhalb der so genannten Hauptdiagonalen sämtlich den Wert 0 haben.
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Ziel des Gaußschen Eliminationsverfahren ist es also, ein geeignetes LGS auf diese Dreiecksform zu bringen. Man erreicht dieses in der Regel dadurch, dass man die Gleichungen mit geeigneten Zahlen multipliziert und dann addiert:

Beispiel:


[image: image27.wmf]31

2270

3225

xyz

xyz

xyz

---=

-++=

++=


Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 2 und addieren diese zu der zweiten Gleichung. Danach multiplizieren wir die erste Gleichung mit –3 und addieren dieser zur dritten Gleichung. So haben wir das LGS auf Dreiecksform gebracht. Dies schreibt man wie folgt:
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Wir müssen die beiden letzten Gleichungen nur noch vertauschen und schon haben wir die gewünschte Dreiecksform:
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Einsetzen von z in II: 
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Einsetzen von y und z in I: 
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3.4 Schema

Wir können erst einmal festhalten, wie oben erwähnt, dass das Ziel des Gaußschen Eliminationsverfahren ist, das LGS durch Äquivalenzumformungen auf die Dreiecksform zu bringen.

4 Matrixform
4.1 LGS in Matrixform
Wir ihr gesehen habt, ist das durch eine erhebliche Schreibarbeit, die sich dort ergibt. Darum muss eine Vereinfachung her.

Gegeben sei folgendes linearen Gleichungssystem:
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Bei den Umformungen eines LGS nach dem Gaußschen Eliminationsverfahren haben wir stets nur mit den Koeffizienten und den Absolutgliedern gerechnet, nicht aber mit den Variablen.

In einer Matrix schreibt man nur die Koeffizienten und die absoluten Glieder. (Plural „Matrizen“)

Wenn alle absoluten Glieder 0 sind, dann schreibt man eine Koeffizientenmatrix. Das heißt man lässt die absoluten Glieder weg, da sie 0 sind:
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Schreibt man auch die absoluten Glieder in die Matrix, erhält man eine erweiterte Matrix.

Um Verwechslungen auszuschließen, trennt man die absoluten Glieder von den Koeffizienten mit einem Strich:
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Definition:

Zu einem linearen Gleichungssystem
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 gehören die Koeffizientenmatrix
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 und die erweiterte Matrix 
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Um weiter arbeiten zu können, vereinbaren wir

Schreibweisen zur Umformung von Matrizen:


        Die Zeilen, an denen die Pfeilspitzen stehen werden ausgetauscht.
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 Die betreffende Zeile wird mit a multipliziert.
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  Die mit a multiplizierte Zeile wird zur mit b multiplizierten Zeile addiert.
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 Die mit b multiplizierte Zeile wird zur mit a multiplizierten Zeile addiert.

Berechnen wir also das am Anfang gegebene lineare Gleichungssystem mit der Matrixdarstellung und dem Gaußschen Eliminationsverfahren aus:
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Auch hier ist wieder das Ziel des Gaußschen Eliminationsverfahren, die Dreiecksform herzustellen. Damit kann man direkt die Werte für die Parameter x, y und z ablesen.

Denn die Matrix liefert:
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Das erweiterte Gaußverfahren:

Von dem Gaußschen Eliminationsverfahren am Beispiel bleibt uns:
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Die letzte Matrix können wir nun noch so umformen, dass wir auf der Hauptdiagonalen nur noch 1 und im Rest 0 stehen haben. Das Vorteilhafte darin ist, dass man die Werte für x, y und z direkt aus der Matrix ablesen kann:


[image: image44.wmf]124612461246

2135031117031117

33220310160011

120230061002

030603060102

001100110011

Die Matrix liefert:

.:1

.:2

IIIz

IIy

æ--öæ--öæ--ö

ç÷ç÷ç÷

®-®-

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

-----

èøèøèø

æ--öæöæö

ç÷ç÷ç÷

®-®-®-

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

----

èøèøèø

=

=-

.:2

{(2/2/1)}

Ix

L

=

=-


Diese Matrix hat Diagonalform, weil nur die Hauptdiagonale (von links oben nach rechts unten) mit von Null verschiedenen Zahlen besetzt ist. In diesem Falle haben die Zahlen in der Hauptdiagonalen sogar den Wert 1. Daher nennt man diese Matrix auch Einheitsmatrix.

4.2 Fallunterscheidungen / Klassifikationen

1. Fall: LGS eindeutig lösbar:
Beispiel einer Matrix:
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2. Fall: LGS nicht lösbar:

Beispiel einer Matrix:
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3. Fall: Unendlich viele Lösungen:

a) Schnittgerade

Beispiel einer Matrix:
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b) Identität

Beispiel einer Matrix:
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5 Lösung von LGS mit dem grafikfähigen Taschenrechner 

5.1 Eingabe- und Lösungsfunktion 

5.2 Interpretation der Lösungsmatrix 
6 Abschluss
Das war nun der erste Teil unserer Serie „Lineare Algebra und analytische Geometrie“. Wir hoffen, dieser hat euch gefallen. Wir wollen noch kurz einen kleinen Überblick über die folgenden Themen geben.

Im nächsten Teil erfolgt die Einführung in die analytische Geometrie. Die analytische Geometrie wird dann auch in den nächsten Artikeln fortgesetzt.

Euer

Florian Modler
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